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Нелокальна за часом задача для еволюційних 
сингулярних рівнянь нескінченного порядку
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Встановлюється коректна розв’язність нелокальної багатоточкової за часом задачі для еволюційних рів-
нянь з оператором Бесселя нескінченного порядку в узагальнених просторах типу S та просторах типу 
S′— просторах узагальнених функцій нескінченного порядку типу ультрарозподілів.
Ключові слова: нелокальна багатоточкова за часом задача, оператор Бесселя нескінченного порядку, уза-
гальнені простори типу S, узагальнені функції.
ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ
І.М. Гельфанд і Г.Є. Шилов [1, с. 203—211] запропонували метод побудови функціональних 
просторів нескінченно диференційовних функцій на ¡ , на які накладаються певні умови 
спадання на нескінченності. Ці умови задаються за допомогою нерівностей ( )| ( ) |k n knx x cϕ  , 
{ , }k n +⊂ ¢ , де { }knc  — подвійна послідовність додатних чисел. Якщо ці числа змінюються 
довільним чином разом з функцією ϕ , то маємо простір Л. Шварца ( )S S= ¡  швидко спад-
них на ¡  функцій. У монографії [1, с. 203–280] детально вивчений випадок, коли ,k nknc k n
α β
=  
0,α >  0β >  — фіксовані параметри; відповідні простори називаються просторами типу S  
і позначаються символом Sβα . Функції з таких просторів на дійсній осі разом з усіма свої-
ми похідними при | |x → +∞  спадають швидше, ніж exp{ | |}a x− , 0a > , x ∈¡ . Такі простори 
часто використовуються при дослідженні проблеми про класи єдиності та класи корект-
ності задачі Коші для рівнянь з частинними похідними. У працях [2, 3] встановлено, що 
простори типу S  та S ′  — простори, топологічно спряжені з ними, збігаються з множинами 
початкових даних задачі Коші для широких класів рівнянь з частинними похідними скін-
ченного та нескінченного порядків, при яких розв’язки є цілими функціями просторових 
змінних. Наприклад, для рівняння теплопровідності 2 2/ /u t u x∂ ∂ = ∂ ∂  фундаментальний 
розв’язок задачі Коші — функція 1 2( , ) (2 ) exp{ / (4 )}G t x t x t−= pi −  при кожному 0t > , як 
функція x , є елементом простору 1/21/2S  [4, с. 46], який належить до просторів типу S .
Якщо kn k nc a b= , де { , }, { , }k na k b n+ +∈ ∈¢ ¢  — деякі послідовності додатних чисел, то ма-
ємо узагальнені простори типу S , які позначаються символом 
bn
ak
S . Простори 
bn
ak
S  (їх топо-
4 ISSN 1025-6415. Dopov. Nac. akad. nauk Ukr. 2018. № 8
В.В. Городецький, Г.П. Вережак
логічна структура, властивості функцій, основні операції в таких просторах) вивчалися в 
праці [5]. Відомі простори типу W , введені Б.Л. Гуревичем [6] (див. також [7, c. 7—33]), 
в яких для характеристики поведінки функцій на нескінченності замість степеневих функ-
цій використовуються довільні опуклі функції, також вкладаються в простори 
bn
ak
S  при кон-
кретному виборі послідовностей { }ka  та { }nb  (див. [8]). Із результатів, наведених в [9, 10], 
випливає, що узагальнені простори типу S  є природним середовищем для дослідження 
нелокальних багатоточкових за часом задач для еволюційних псевдодиференціальних рів-
нянь (зокрема, для рівнянь з операторами диференціювання нескінченного порядку), для 
еволюційних рівнянь з операторами узагальненого диференціювання Гельфонда—Леон-
тьєва скінченного та нескінченного порядків.
У цій роботі встановлюється коректна розв’язність нелокальої багатоточкової за ча-
сом задачі для еволюційного рівняння параболічного типу з оператором Бесселя нескін-
ченного порядку в узагальнених просторах типу S  та S ′, досліджені властивості фунда-
ментального розв’язку такої задачі (оцінки похідних фундаментального розв’язку за про-
сторовою змінною, диференційовність фундаментального розв’язку як абстрактної функції 
часового параметра із значеннями в узагальнених просторах типу S  та ін.)
1. Простори основних та узагальнених функцій. Тут зупинимося на просторах 
bn
ak
S , 
які будуються за послідовностями вигляду {  ! , }n nb n n += ρ ∈¢ , { ! , }k ka k d k += ∈¢ , де { }, 1nρ ρ = 
0{ }, 1ρ ρ = , — послідовність додатних чисел, яка має такі властивості:
а) вона монотонно спадна;
б) ∃ > ∃γ ∈ ∀ ∈¥10 (0,1) :bc n  
1
1/n n bc n
γ
−
ρ ρ ⋅ ;
в) 0;lim n n
n→∞
ρ =
г) 0 0 : / .n nnc n c nε + ε∀ε > ∃ > ∀ ∈ ρ ⋅ε¢ 
Послідовності { , },kd k +∈¢  0 1d = , також притаманні властивості а—г, при цьому умова 
б має вигляд: 20 (0,1) :ac n∃ > ∃γ ∈ ∀ ∈¥  21 /k k ad d c k
γ
−
⋅ . Прикладом послідовності { }nρ  
з властивостями а—г може служити послідовність ( ) n nn n e
− β βρ = β , де (0,1)β∈  — фіксова-
ний параметр [11].
Вважаємо також, що параметри 1γ , 2γ  в умові б для послідовностей { }nρ  та { }kd  пов’язані 
умовою д: 1 2 1γ + γ = θ .
Символом 
bn
ak
S  позначимо сукупність функцій ( ),C∞ϕ∈ ¡  які задовольняють умову
( ), , 0 { , } : | ( ) | .k n k n k nc A B k n x x x cA B a b+∃ > ∀ ⊂ ∀ ∈ ϕ¢ ¡ 
bn
ak
S  збігається з об’єднанням зліченно-нормованих просторів 
,
,
b Bn
a Ak
S  за всіма індексами 
{ , }A B ⊂ ¥ , де 
,
,
b Bn
a Ak
S  — сукупність тих функцій 
bn
ak
Sϕ∈ , які для довільних , 0δ ρ >  задовольня-
ють нерівності
( )| ( ) | ( ) ( ) , { , } , ;k n k n k nx x c A B a b k n xδρ +ϕ + δ + ρ ⊂ ∈¢ ¡
система норм у 
,
,
b Bn
a Ak
S  визначається за допомогою формул
δρ
ϕ  ϕ = δ ρ ⊂  
+ δ + ρ  P P …
( )
, ,
| ( ) | 1 1
, { , } 1, , ,sup
2 3( ) ( )
k n
k n
x k n k n
x x
A B a b
.
5ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2018. № 8
Нелокальна за часом задача для еволюційних сингулярних рівнянь нескінченного порядку
В [5] встановлено, що функція ( ),C∞ϕ∈ ¡  є елементом простору bn
ak
S , де !k ka k d= , = !n nb n ρ , 
тоді й лише тоді, коли вона аналітично продовжується в комплексну площину до цілої 
функції ( ),z zϕ ∈£ , яка задовольняє умову
∃ > ∀ = + ∈ ϕ γ ρ£, , 0 : | ( ) | ( ) ( ),a b c z x iy z c ax by
де
<γ = 
1, | | 1,
( ) inf ( / | | ), | | 1,kk
k
x
x a x x    
 <ρ = 
1, | | 1,
( ) sup(| | / ), | | 1.n n
n
y
y y b y 
Зауважимо [5], що ρ  — неперервно диференційовна, парна на ¡  функція, яка моно-
тонно зростає на проміжку [1, )+ ∞ , ( ) 1yρ  , y ∈¡ .
Функція γ  є неперервно диференційовною, парною на ¡  функцією, яка монотонно 
спадає на [1, )+ ∞ , 0 ( ) 1,x x< γ ∈¡ .
У введених просторах 
bn
ak
S , !k ka k d= , = !n nb n ρ , визначені й неперервні оператори, важ-
ливі для аналізу; насамперед це оператори множення на x , на всі поліноми, оператори 
диференціювання, зсуву та розтягу [5].
Символом 
bn
ak
S
o
 позначимо сукупність усіх парних функцій з простору 
bn
ak
S . Цей простір 
з відповідною топологією називатимемо основним простором або узагальненим простором 
типу S
o
, а його елементи — основними функціями.
Мультиплікатором у просторі 
bn
ak
S
o
 є кожна парна функція ( )g C∞∈ ¡ , яка допускає ана-
літичне продовження у всю комплексну площину і задовольняє умову
10 0 : | ( ) | ( ( )) ( ), .c g z c x y z x iy−ε ε∀ε > ∃ > γ ε ρ ε = + ∈£
Прикладом мультиплікатора в просторі 
o
bn
ak
S  може служити нормована функція Бес селя 
, 1/2,jν ν > −  яка є розв’язком рівняння 0B u uν + λ = , де Bν — оператор Бесселя; 2 2 1/ (2 1) / ,B d dx x d dxν = + ν + 
2 2 1/ (2 1) / ,B d dx x d dx−= + ν +  1/2ν > −  — фіксований параметр за умови, що (0) 1,u =  (0) 0u′ =  [11].
Із результатів, наведених у [12], випливає, що в просторах 
o
bn
ak
S  визначене перетворення 
Бесселя
2 1
0
[ ]( ) ( ) ( ) ,BF x j x x dx
+∞
ν+
νν
ϕ σ = ϕ σ∫  ,σ∈¡  ϕ ∈
o
,
bn
ak
S
при виконанні умов а—д для послідовностей { }nρ  та { }kd , має місце формула 
b an n
B a bk k
F S S
ν
   = 
o o
, 
при цьому оператор BF ν
 є неперервним. Частковим випадком просторів 
o
bn
ak
S  є простори βα
o
S , 
які складаються з парних функцій з просторів Sβα , відповідно, правильною є формула 
BF SS
αβ βαν
 
=  
oo
.
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Символом xT
ξ  позначимо оператор узагальненого зсуву, який відповідає оператору 
Бесселя [13]:
pi
ξ ν
νϕ = ϕ + ξ − ξ ω ω ω∫ 2 2 2
0
( ) ( 2 cos )sin ,xT x b x x d  ϕ ∈
o
,
bn
ak
S
( 1) / ( (1/2) ( 1/2)),bν = Γ ν + Γ Γ ν +  1/2.ν > −
Відомо (див. [11]), що операція узагальненого зсуву визначена і диференційовна в прос-
торі 
o
bn
ak
S .
Розглянемо псевдодиференціальний оператор 1[ ],B BA F F
−
ϕ ν ν
= ϕ  де функція-символ ϕ  є 
мультиплікатором у просторі 
an
bk
S
o
. За цієї умови оператор Aϕ  є лінійним і неперервним у 
просторі 
o
bn
ak
S . У праці [11] з’ясовано, що оператор Aϕ  можна розуміти як оператор Бесселя 
“нескінченного порядку” у просторі 
bn
ak
S
o
 вигляду
∞ ∞
ϕ ν
= =
ψ = − ψ ϕ σ = σ∑ ∑ 22 2
0 0
( ) ( ) ( 1) ( ), ( ) ,k k kk k
k k
A x c B x c
 
.
bn
ak
S∀ψ ∈
o
Символом
 
bn
ak
S
′ 
  
o
 позначатимемо простір усіх лінійних неперервних функціоналів над від-
повідним простором основних функцій зі слабкою збіжністю. Елементи простору 
bn
ak
S
′ 
  
o
 
називатимемо узагальненими функціями.
Перетворення Бесселя узагальненої функції 
bn
ak
f S
′ 
 ∈ 
o
 визначимо за допомогою спів-
відношення
[ ], , [ ] ,B BF f f Fν ν
〈 ψ〉 = 〈 ψ 〉
 
∀ψ ∈
o
.
an
bk
S   (1)
Із (1), властивостей лінійності і неперервності функціонала f  та властивостей пере тво-
рення Бесселя основних функцій випливає лінійність і неперервність функціонала [ ]BF fν
 
над простором основних функцій 
o
an
bk
S , тобто [ ]
an
B bk
F f S
ν
′ 
 ∈ 
o
. Оскільки в просторі 
o
bn
ak
S  ви-
значена операція узагальненого зсуву, то згортку узагальненої функції 
bn
ak
f S
′ 
 ∈ 
o
 
з основ-
ною функцією ψ ∈
o
.
bn
ak
S  задамо формулою
ξξ ξ ξ∗ψ = 〈 ψ 〉 = 〈 ψ ξ 〉( ) ( ) , ( ) , ( )xxf x f T x f T .
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Нехай 
bn
ak
f S
′ 
 ∈ 
o
. Якщо ∗ψ ∈
o
bn
ak
f S , 
bn
ak
S∀ψ ∈
o
 і із співвідношення 0νψ →  при ν → ∞  за 
топологією простору 
o
bn
ak
S  випливає, що 0f ν∗ψ →  при ν → ∞  за топологією простору 
o
bn
ak
S , то 
функціонал f  називається згортувачем у просторі 
o
bn
ak
S . В [11] встановлено, що якщо узагаль-
нена функція 
bn
ak
f S
′ 
 ∈ 
o
 — згортувач у просторі 
o
bn
ak
S , то для довільної функції ψ ∈
o
.
bn
ak
S  пра-
вильною є формула
[ ] [ ] [ ].B B BF f F f Fν ν ν
∗ψ = ⋅ ψ
2. Нелокальна багатоточкова за часом задача. Розглянемо еволюційне рівняння
, ( , ) (0, ] ,T
u
A u t x T
dt
ϕ
∂
= ∈ × ≡ Π¡  (2)
де Aϕ  — псевдодиференціальний оператор (оператор Бесселя нескінченного порядку), 
який діє в просторі 
o
bn
bk
S  (див. п. 1). При цьому вважаємо, що функція ϕ  — символ операто -
ра Aϕ , належить до класу 
o
bn
bk
P , який складається з функцій, які задовольняють умови: 
1) ϕ  — мультиплікатор у просторі 
o
bn
bk
S , 2) ϕ ∈
o
bn
bk
e S  (ці умови є певними аналогами умови 
“параболічності” для еволюційних рівнянь з частинними похідними). Для (2) задамо не-
локальну багатоточкову за часом умову
0 1 1
( , ) | ( , ) | ( , ) | ,t t t m t tm
u t u t u t
= = =
µ ⋅ −µ ⋅ − −µ ⋅ = ψ…  (3)
де 1, { , , , } (0, ),mm ∈ µ µ µ ⊂ + ∞¥ …  1{ , , } (0, ]mt t T… ⊂ , 10 mt t T< < <…   — фіксовані числа, 
причому 
=
µ > µ∑
1
,
m
k
k
 ψ ∈
o
bn
bk
S . Класичний розв’язок 
 
 
 ∈ + ∞ 
o
1 (0, ),
bn
bk
u C S  задачі (2), (3), який 
шукаємо за допомогою перетворення Бесселя, має вигляд
∞
ξ ν+
= ψ ξ ξ ξ = ∗ψ ∈Π∫ 2 1
0
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ), ( , ) ,x Tu t x T G t x d G t x x t x
1[ ],BG F Q
−
ν
=  
−
=
 
σ = ϕ σ µ − µ ϕ σ   ∑
1
1
( , ) exp{ ( )} exp { ( )} .
m
k k
k
Q t t t
Основні властивості функції G  сформулюємо в нижченаведеному твердженні.
Лема 1. а) ⋅ ∈
o
( , )
bn
bk
G t S  при кожному (0, ]t T∈ . Функція ν ( , )
kB G t x  задовольняє нерівність
− ν+
ν − γ%2( 1) 20 0 2 0( , ) exp{ ln ( )},k k kB G t x L t A b d x
 
,k +∈¢
 
( , ) ,Tt x ∈Π
де 1/γ = γ% , сталі 0 0 0, , > 0L A d  не залежать від t ;
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б) ⋅ ∈( , ), (0, ]G t t T , як абстрактна функція параметра t  із значеннями в просторі 
o
bn
bk
S , 
диференційовна за t ;
в) правильною є формула
( )
 ∂ ∂ ⋅  ∗ ⋅ = ∗ ∀ ∈ ∈ ∂ ∂
o
( , )
( , ) , , (0, ].
bn
bk
G t
f G t f f S t T
t t
Доведення тверджень леми 1 використовує властивості функції
1 2( , ) ( , ) ( ),Q t Q t Qσ = σ σ
1
1 2
1
( , ) exp { ( )}, ( ) exp{ ( )} .
m
k k
k
Q t t Q t
−
=
 
σ = ϕ σ σ = µ − µ ϕ σ   ∑
Зокрема, 1( , )
bn
bk
Q t S⋅ ∈
o
 при кожному (0, ]t T∈ , функція 2 ( )Q σ  є мультиплікатором у прос-
торі 
bn
bk
S
o
, при цьому правильним є таке зображення функції 2Q :
1
1
( 1)
2 11
10
!
( ) ( , ),
!... !
m
m
r rr
m
mr r r r
r
Q Q
r r
∞ ∞
− +
= + + =
σ = µ µ µ λ σ∑ ∑
…
…
де λ = + + λ σ = λϕ σ…1 1 1: , ( , ) exp{ ( )}m mt r t r Q .
Символом 
∗
′ 
  
o
,
bn
bk
S  позначимо клас узагальнених функцій з 
′ 
  
o
bn
bk
S , які є згортувачами 
в просторі 
o
bn
bk
S .
Лема 2. Нехай
( , ) ( , ), , , ( , ) .
bn
Tbk
t x f G t x f S t x∗
′ 
 ω = ∗ ∈ ∈Π 
o
Тоді в просторі 
′ 
  
o
bn
bk
S  справджується граничне співвідношення
→+ →
=
µ ω ⋅ − µ ω ⋅ =∑
0 1
( , ) ( , ) .lim lim
m
k
t t tk k
t t f
З леми 2 випливає, що для рівняння (2) m-точкову за часом задачу можна ставити так: 
знайти розв’язок 1 (0, ],
bn
bk
u C T S
 
 ∈  
o
 рівняння (2), який задовольняє умову
0 1
( , ) ( , ) , , ,lim lim
m
bn
k bkt t tk k
u t u t f f S ∗
→+ →
=
′ 
 µ ⋅ − µ ⋅ = ∈ ∑
o
  (4)
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де граничне співвідношення розглядається в просторі 
′ 
  
o
bn
bk
S  (обмеження на параметри 
1 1, , , , , ,m mt tµ µ µ… … ) такі ж, як у випадку задачі (2), (3). Правильним є таке основне твердження.
Теорема. Задача (2), (4) коректно розв’язна. Розв’язок дається формулою 
( , )   ( , ), ( , ) ,Tu t x f G t x t x= ∗ ∈Π  ⋅ ∈
o
( , )
bn
bk
u t S  при кожному (0, ]t T∈ .
Як приклад розглянемо рівняння (2) з оператором Aϕ , побудованим за функцією-сим-
во лом 2( ) ,ϕ σ = −σ  σ∈¡. У цьому випадку, як відомо, 1 2[ ]B BA F F B
−
ϕ νν ν
= −σ = , а рівняння (2) — 
рівняння з оператором Бесселя
2
2
2 1
,
u u u
t x xx
∂ ∂ ν + ∂
= +
∂ ∂∂  
1
,
2
ν > −
 
( , ) .Tt x ∈Π
Функція 2( )ϕ σ = −σ , σ∈¡, є елементом класу 1/21/2P
o
. Справді, 
2 1/2
1/2e S
−σ ∈
o
, оскільки
2 2 2 2( )| | | | ,z iy ye e e− − σ+ −σ += =  .z iy= σ + ∈£
Звідси та з характеристики просторів Sβα  (див. [1, с. 210]) випливає, що 
2
e S−σ βα∈ , 
1
2
α = , 
1
2
1
=
−β , тобто 
1
2
β = . Крім того, функція 2−σ , σ∈¡  — мультиплікатор у просторі 1/21/2S
o
. 
Внаслідок наведеної теореми нелокальна m-точкова за часом задача для рівняння (2) ко-
рект но розв’язна, якщо 1/21/2 ,f S ∗
′  ∈ 
o
, при цьому
( , ) ( , )u t x f G t x= ∗ ,
де
2 1
1 2
0
( , ) ( , ) ( ) ( )G t x c Q t Q j x d
∞
ν+
ν ν= σ σ σ σ σ =∫
∞∞
− + + + σ− + ν+
ν ν
= + + =
µ µ
= µ σ σ σ =∑ ∑ ∫ …
…
…
…
1 2
1 1
1
( )( 1) 2 11
10 0
!
( )
! !
m
m m
m
r r
t t r t rmr
mr r r r
r
c e j x d
r r
∞
−ν − − + − ν+
= + + =
µ µ
= Γ ν + µ λ − λ∑ ∑
…
… % %
…
1
1
1 ( 1) ( 1) 21
10
!
2 ( 1) (2 ( , )) exp{ /(4 ( , ))},
! !
m
m
r r
mr
mr r r r
r
t r x t r
r r
1 1 .m mt t r t rλ = + + +% …  Тут ми скористалися відомим інтегралом Вебера для бесселевих 
функцій. Зокрема, якщо 1/21/2 , ,f S ∗
′  = δ ∈ 
o
 1,m =  1t T=  (випадок двоточкової задачі), то 
δ ∗ =( ) ( , ) ( , )x G t x G t x , 
 
∞
− ν+ − −
ν+
=
  µ − 
= = µ Γ ν +   µ +  +   ∑
2
(2 1) 1 1 1
1
0
1
( , ) ( , ) 2 ( 1) exp
4( )( )
r
r
x
u t x G t x
t rTt rT
( δ  — дельта-функція Дірака).
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НЕЛОКАЛЬНАЯ ПО ВРЕМЕНИ ЗАДАЧА ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННЫХ 
СИНГУЛЯРНЫХ УРАВНЕНИЙ БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА
Устанавливается корректная разрешимость нелокальной многоточечной по времени задачи для эво лю-
ционных уравнений с оператором Бесселя бесконечного порядка в обобщенных пространствах типа S и 
пространствах типа S′ — пространствах обобщенных функций бесконечного порядка типа ультрарас-
пределений.
Ключевые слова: нелокальная многоточечная по времени задача, оператор Бесселя бесконечного порядка, 
обобщенные пространства типа S , обобщенные функции.
V.V. Gorodetskii, G.P. Verezhak
Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University
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THE NONLOCAL BY TIME PROBLEM 
FOR EVOLUTIONARY SINGULAR EQUATIONS OF INFINITE ORDER
The correct solvability of a nonlocal by time multipoint problem for evolutionary equations with the Bessel 
operator of infinite order in generalized spaces of the type S and spaces of the type S′ that are spaces of genera-
lized functions of infinite order of the type of ultra distributions is proved.
Keywords: a nonlocal multipoint by time problem, Bessel operator of infinite order, generalized spaces of the type 
S, generalized functions.
